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Рассмотрена динамика углового момента ферромагнетика при последовательном учете кристал-
лического поля и спин-орбитального взаимодействия. Спектр магнитных колебаний такого магнетика 
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битального момента. 
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Проблема повышения скорости работы систем маг-
нитной электроники связана с поиском наиболее быст-
рых режимов движения магнитного момента и воз-
можностью возбуждения таких режимов. Использо-
вание фемтосекундных лазерных импульсов позволяет 
возбудить спиновые колебания с частотами порядка 
терагерц в прозрачных антиферромагнетиках [1–7] и 
реализовать нелинейные режимы с характерной скоро-
стью разворота спинов до 0,5 рад/пс [8]. Для антифер-
ромагнетиков (АФМ) характерные времена порядка 
пикосекунд неудивительны, их присутствие обу-
словлено так называемым обменным усилением дина-
мических параметров АФМ, которое проявляется для 
всех типов динамики [9–11], включая динамику соли-
тонов [11] и вихрей [12]. Это усиление приводит к об-
менно-релятивистским временам с характерной  часто-
той ~ ,AFM JK  где J  — обменный интеграл, K — 
энергия анизотропии. Таким образом, в экспериментах 
[1–7] проявлялась стандартная спиновая динамика, 
представляющая собой прецессию спинов подрешеток 
и описываемая на основе сигма-модели для вектора 
антиферромагнетизма [9–11]. 
Однако еще в ранних работах для простых ферро-
магнетиков была обнаружена продольная эволюция 
намагниченности M, связанной с изменением модуля 
| |M M  [13]. Недавно для ферримагнитного сплава 
GdFeCo обнаружено сверхбыстрое (за время порядка 
нескольких пикосекунд) изменение знаков намагни-
ченностей подрешеток под действием лазерного им-
пульса с длительностью меньше 100 фс [14,15]. Опи-
сание эффекта получено в рамках уравнений для 
спинов подрешеток с обменным релаксационным сла-
гаемым [16], которое было введено Барьяхтаром [17]. 
В данном описании важно, что продольная эволюция 
спинов определяется чисто обменной «возвращающей 
силой», что и определяет большую скорость эффекта. 
Однако в рамках уравнений Барьяхтара продольная 
эволюция намагниченности имеет чисто релаксацион-
ный характер, что важно для описания торможения 
доменных стенок [18] и блоховских точек [19]. Таким 
образом, к настоящему моменту обнаружено два типа 
быстрой эволюции спинов: обменно-релятивистская 
для АФМ и продольная для ферромагнетиков и ферри-
тов. Последняя является обменной, но имеет чисто 
релаксационный характер. 
Представляет интерес поиск обменных режимов ди-
намики спинов, что выходит за рамки стандартных 
представлений теории магнетизма, которая базируется 
на уравнении Ландау–Лифшица для спинов. В работе 
[20] показано, что продольные высокочастотные коле-
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бания спина с частотой, определяющейся обменным 
интегралом, возможны в негейзенберговских магнети-
ках с сильным квантовым сокращением спина (см. под-
робнее об этом эффекте в работах [21–25] и обзоре [26]). 
В недавней работе [27] наблюдалось подавление анти-
ферромагнитного порядка фемтосекундным импульсом 
в манганите Pr0,7Ca0,3MnO3, который проявляет колос-
сальное магнитосопротивление. Авторы [27] объяснили 
это явление на основе представлений о связанной дина-
мике спиновых и орбитальных моментов при достаточ-
но сильном спин-орбитальном взаимодействии. Приме-
ры быстрой спин-орбитальной динамики известны дав-
но. Отметим оксид кобальта СоО с незамороженным 
орбитальным моментом, для которого наблюдались 
магнитные резонансные частоты в диапазоне 4–10 ТГц 
(см., например, работы [28,29] и ссылки в них). Факти-
чески, указанные исследования демонстрируют, что 
быстрые режимы спиновой динамики могут существо-
вать при выходе за рамки стандартной картины чисто 
спиновой динамики магнетиков. 
Орбитальный момент отличен от нуля для свобод-
ных атомов с незаполненными d- или f-оболочками. 
Для элементов группы железа обычно считается, что в 
кристалле орбитальный момент атома заморожен кри-
сталлическим полем, и магнитные свойства определя-
ются исключительно спиновым моментом. При этом 
принимается, что наличие орбитального момента и 
спин-орбитального взаимодействия может быть учтено 
в феноменологическом спиновом гамильтониане, на-
пример, посредством введения магнитной анизотро-
пии. Стандартной аргументацией в пользу этого под-
хода является то, что энергии кристаллического поля и 
спин-орбитального взаимодействия большие, соответ-
ствующие частоты значительно выше, чем частоты 
длинноволновых магнонов, и не проявляются в низко-
частотной спиновой динамике. Однако именно поиск 
мод с высокими частотами — цель данной работы. В 
настоящей работе будет рассмотрена динамика углового 
момента ферромагнетика с последовательным учетом 
как спиновых, так и орбитальных степеней свободы. 
Рассмотрим ферромагнетик, в котором магнитные 
ионы имеют орбитальный момент 1l  и некоторое 
(произвольное) значение спина S. Будем исходить из 
гамильтониана  
   
2 2
, ,
ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ( ){ }z yH J Cl Bln n n n+a n n
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S l a S S . (1) 
Здесь ˆnS  и 
ˆ
nl  — операторы спина и орбитального 
момента в узле n ,  — константа спин-орбитального 
взаимодействия, ( )J a  — константа ферромагнитного 
обменного взаимодействия между ближайшими спи-
нами, a — набор векторов ближайших соседей, C, B — 
константы кристаллического поля, симметрия которо-
го выбрана ромбической. Отметим, что чисто спиновая 
анизотропия в (1) не учитывается. Считаем все кон-
станты положительными, так что в основном состоя-
нии векторы l  и S  на узле коллинеарны легкой оси z  
и антипараллельны друг другу. Рассмотрение прове-
дем, не предполагая малости каких-то параметров, т.е. 
будем считать, что величина кристаллического поля 
может быть порядка обменного интеграла, ~ ~ .C J B  
Кристаллическое поле формально имеет вид одно-
ионной анизотропии, и при , ~C B J  динамика орби-
тального момента должна строиться с учетом полного 
набора квантовых состояний оператора ,lˆ  который для 
1l  включает в себя дипольные lˆ  и квадруполь-
ные ˆ ˆ ˆ ˆi j j il l l l  средние. Для магнетиков со спином 
1S  такое рассмотрение на основе обобщенных коге-
рентных состояний группы (3)SU  было проведено в 
работах [21–24,26]. Эти результаты применимы и для 
случая орбитального момента 1.l  Последовательное 
феноменологическое описание статических и динами-
ческих свойств орбитального момента должно произ-
водиться на основе полного набора четырех перемен-
ных (см. ниже). С другой стороны, для операторов 
спина в гамильтониане (1) взаимодействие чисто гей-
зенберговское. Поэтому можно считать, что динамика 
спиновых переменных стандартная и полностью опре-
деляется средним значением спина Sˆ S  на основе 
классического уравнения Ландау–Лифшица. 
Для построения феноменологического подхода ис-
пользуем обобщенные SU(3) когерентные состояния, 
которые удобно параметризовать двумя вещественны-
ми ортогональными векторами u  и v, подчиняющими-
ся условию  
2 2 1u v  (см. детали в [23,24]). В тер-
минах этих векторов среднее значение орбитального 
момента и квадрупольные средние выражаются сле-
дующими соотношениями: 
  ˆ ˆ ˆ ˆˆ 2[ , ], 2( )i j j i i j i j i jl l l l u u v vl u v . (2) 
Динамика переменных u  и v  описывается на ос-
нове лагранжиана [24] 
 2L W
t
u
v , (3) 
где | |W Hu, v u, v  — энергия системы, которая 
получается усреднением гамильтониана (1) по коге-
рентным состояниям |u, v  [24]. 
В связи с этим введем тройку ортогональных век-
торов 
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 (4) 
и выберем векторы u  и v  в виде 
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 1 2cos [ cos( ) sin ( )]u e e ,  
 1 2sin [ sin( ) cos( )]v e e . (5) 
При этом среднее значение орбитального момента 
3sin 2l > e  параллельно вектору 3 ,e  длина 
lˆ l  задается переменной , а угловая перемен-
ная  определяет поворот u  и v  в плоскости, пер-
пендикулярной 3.e  Направление вектора l  определя-
ется угловыми переменными  и ,  спиновая 
динамика — средним значением спина ˆ .S S  Ди-
намика S  может быть описана уравнением Ландау–
Лифшица для классического вектора S, который удоб-
но представить через свои угловые переменные: 
 [ cos sin ( cos sin )]z x ySS e e e . (6) 
Как отмечалось выше, в основном состоянии векто-
ры l  и S  коллинеарны легкой оси z  и антипарал-
лельны друг другу. Для определенности будем считать, 
что  вектор S  параллелен, а вектор l  антипараллелен 
оси OZ, т.е. в основном состоянии 0 0  и 0 .  
Простой расчет показывает, что в такой коллинеарной 
геометрии лагранжиан задачи распадается на сумму 
двух слагаемых, описывающих «продольную» дина-
мику орбитального момента и поперечную динамику 
системы: 
 L L L|| . (7) 
Продольная динамика вектора l  определяется 
переменными sin 2l  и ,  и лагранжиан L||  имеет 
вид 
 || ||L l H . (8) 
Здесь переменная  играет роль обобщенной коорди-
наты, l  — обобщенный импульс, а ||H  — функция 
Гамильтона, которую при 0 0  и 0  можно за-
писать в виде 
 2|| 1 cos2
2
B
H Sl l . (9) 
В основном состоянии длина вектора l  меньше 
единицы, 0sin 2 ,l  и определяется соотношением 
констант спин-орбитального взаимодействия и ромби-
ческой компоненты кристаллического поля: 
 0
2 2 2
2
4
S
l
S B
. (10) 
Из этого выражения видно, что замораживание ор-
битального момента никогда не бывает точным; при 
наличии спинового упорядочения спин-орбитальное 
взаимодействие всегда дает 0 0.l  Мода линейных 
продольных колебаний орбитального момента не име-
ет дисперсии, ее частота ||  определяется выражением 
 2 2 2|| 4 S B . (11) 
Это выражение можно переписать как || 02 / ,S l
т.е. частота продольных колебаний растет по мере со-
кращения длины орбитального момента. 
В линейном приближении поперечная часть лагран-
жиана L , которая описывает повороты векторов l  и 
S, содержит значения «продольных» переменных 0l  и 
0 только в основном состоянии: 
 0 0[ , , , , , ]L L l . (12) 
Таким образом, в линейном приближении продоль-
ную и поперечную динамики можно изучать отдельно, 
и поперечная динамика отвечает прецессии векторов l  
и S  фиксированной длины, 0| | 1ll  и | | .SS  Ее 
удобно описывать через двумерные векторы 
 0( )/ , ( )/x x y y x x y yl l l S S Sα e e θ e e , (13) 
при этом в линейном приближении 20(1 /2),zl l α  
2(1 /2).zS S θ  Компоненты векторов α  и θ  опреде-
ляют канонические переменные, в терминах которых 
лагранжиан малых поперечных колебаний имеет вид 
 0 y x y xL l S H . (14) 
После стандартного перехода к блоховским пере-
менным , , ( )x y x y k , , , ( )x y x y k  гамильтони-
ан H  можно записать в виде ,kk
H H , где 
,kH  (индекс k  в ,kH  далее для краткости опуска-
ется) имеет вид 
 2 2 20 0
1 1
( ) (1 1 )
2 2
xH Sl C lα θ   
 2 2 2 20
1 1
( )(1 1 ) ( ) .
2 2
yB C l JS c k θ  (15) 
 
2( ) 4 sin ( /2).c
a
k ak   
Соответствующие уравнения движения для компо-
нент векторов α  и θ  образуют систему четырех урав-
нений, которая описывает связанные колебания спино-
вых и орбитальных степеней свободы α  и .θ  В общем 
случае эти колебания поляризованы эллиптически, и 
решения системы имеют вид 
 cos , sin ,x l y la t b t   
 cos , sinx s y sa t b t . (16) 
В системе существуют две ветви колебаний связан-
ных спин-орбитальных поперечных мод, частоты ко-
торых в длинноволновом приближении определяются 
достаточно громоздким выражением: 
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 2 2 2 21 2 3 0
1
( 2 )
2
A A A Sl   
 2 2 21 2 3 0 1 3 2 3
1
( ) 4 ( )( ) ,
2
A A A Sl A A A A  (17) 
где введены обозначения 
 
2 2
0 0
1 2
0 0
1 1 1 1
( ) , ,
l l
A S B C A S C
l l
  
 3 ( )A l JSc k . (18) 
Существенно, что при конечном 0  однородные 
колебания для обеих ветвей имеют конечную актива-
цию, обусловленную релятивистскими взаимодейст-
виями. Аналитически можно получить асимптотики 
поведения спектра для случаев малой и большой кри-
сталлической анизотропии. 
В случае сильного кристаллического поля, когда 
, ,C B  орбитальный момент практически полно-
стью заморожен, 0 2 / 1.l S B  В этом случае для 
верхней моды амплитуда осцилляций орбитального мо-
мента больше, чем спинового, а для нижней моды вы-
полняется обратное соотношение. Далее будем называть 
верхнюю моду орбитальной, а нижнюю — спиновой. 
Орбитальная мода поляризована практически линейно в 
плоскости, перпендикулярной трудной оси, т.е. плоско-
сти .XOZ  Ее активация обусловлена кристаллическим 
полем, а дисперсионное слагаемое в сравнении с обыч-
ным ферромагнетиком содержит дополнительный ма-
лый множитель 
 
2
2 2 2 2( ) ( ), , .l
S
C B JSc C B
C B
k  (19) 
Спиновая мода имеет практически круговую поля-
ризацию. Закон дисперсии моды такой же, как и для 
обычного двухосного ферромагнетика: 
 0 0[ ( )] ( ) , , .S
C
l JSc l JSc C B
C B
k k   
  (20) 
Здесь 0 1Al H  и 0 2/( ) Al C C B H  играют роль 
эффективных полей анизотропии, 2 /B  — гиро-
магнитное отношение, B  — магнетон Бора. При усло-
вии ,C B J  эта формула справедлива при произ-
вольных значениях волнового вектора. Поскольку, как 
было сказано выше, орбитальный момент никогда пол-
ностью не заморожен, при конечных значениях  мода 
всегда активационная. Частота «ферромагнитного» ре-
зонанса квадратична по константе спин-орбитальной 
связи и определяется параметрами кристаллического 
поля, связанными с орбитальным моментом иона: 
 
22
, , .FMR
C
S C B
B C B
 (21) 
В другом предельном случае слабого кристалличе-
ского поля ,C B  редукция орбитального момента 
практически отсутствует, 0 1.l  В этом случае ситуа-
ция для поперечных мод похожа на ту, что имеет место 
для двухподрешеточного ферримагнетика, причем век-
тор спина формально соответствует одной подрешетке, 
а вектор орбитального момента — другой. Спин-
орбитальное взаимодействие играет роль изотропного 
обменного взаимодействия между подрешетками. Ак-
тивация верхней моды определяется константой спин-
орбитальной связи, а дисперсионное слагаемое имеет 
вид, характерный для обычного ферромагнетика: 
 2 2 2 2( 1) 2 ( ), ,l S JSc C Bk . (22) 
Закон дисперсии нижней (спиновой) моды такой 
же, как и для нижней ветки анизотропного ферримаг-
нетика, а эффективные поля анизотропии определяют-
ся величиной спина и параметрами кристаллического 
поля 
 2 2
1
[ ( )][ ( )],
| 1 |
S C JS c C B JS c
S
k k   
 ,C B . (23) 
Это выражение получено для случая 1,S  так как 
для 1S  предел больших ,  когда длина орбитально-
го момента близка к единице, формально соответству-
ет точке компенсации механических моментов подре-
шеток феррита, вблизи которой имеют место аномалии 
указанного типа, 1 21/ | |S S  [10]. Предельный 
случай 1 2S S  должен рассматриваться отдельно, так 
как при 1 2| | / ,S S K J  где K  — константа анизо-
тропии феррита, динамика магнетика напоминает ан-
тиферромагнитную, и подрешетки нельзя считать ан-
типараллельными (см. подробнее в [30]). Для случая 
1S  при ,C B  асимптотики имеют существенно 
иной вид, их анализ выходит за рамки данной работы. 
Поведение частот при изменении параметра спин-
орбитальной связи при изменении степени «заморажи-
вания» орбитального момента представлено на рис. 1. 
Таким образом, динамика углового момента ферро-
магнетика с учетом как спина, так и орбитального мо-
мента при последовательном учете кристаллического 
поля и спин-орбитального взаимодействия является 
достаточно сложной и интересной. Спектр магнитных 
колебаний такого магнетика содержит три ветви коле-
баний различного типа. Среди них есть ветвь продоль-
ных колебаний длины орбитального момента и две 
поперечные ветви, отвечающие связанным колебаниям 
компонент спина и орбитального момента. Общее по-
ведение частот этих мод при различных значениях па-
раметров , ,C B  легко найти из выражения (17). Для 
примера на рис. 1 приведены результаты численного 
расчета нормированных частот в зависимости от пара-
метра S  при равенстве констант кристаллической 
анизотропии 1.B C  
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При малых значениях ,C B  наиболее высокой 
частоте отвечает поперечная орбитальная мода с часто-
той ( )/ .l C B  Активация продольной моды 
|| B  в этом предельном случае ниже при всех зна-
чениях параметров , 0,C B  однако она быстро увели-
чивается с ростом . При ,C B  частоты обеих 
орбитальных мод, продольная и поперечная, являются 
линейными функциями ,  но у продольной угловой 
коэффициент больше, поэтому она лежит выше. При 
некотором значении c  эти частоты совпадают, и при 
значениях c  самой верхней модой является про-
дольная орбитальная мода (см. рис. 1, на котором 
1,26).cS  Хотя в некоторых предельных случаях по-
ведение мод сходно с тем, что известно для стандартных 
магнетиков, скажем, ферромагнетиков, спиновых фер-
римагнетиков, картина спектра здесь достаточно слож-
ная и интересная. Отметим, в частности, что в случае 
больших ,B  который отвечает «размороженному» 
орбитальному моменту, нижняя ветвь соответствует 
колебаниям практически параллельных спина и орби-
тального момента, находящихся под действием сильной 
кристаллической анизотропии. Именно эта мода и об-
суждается обычно при рассмотрении редкоземельных 
ферромагнетиков. Однако наш расчет показал, что в 
такой системе должна присутствовать еще одна мода, 
высокочастотная поперечная, в которой происходят 
антифазные колебания спина и орбитального момента. 
Частота этой моды в несколько раз превышает частоту 
стандартной моды, но имеет тот же порядок величины. 
Для цели нашего исследования важно, что среди рас-
смотренных мод есть моды с весьма высокими частота-
ми. Значения констант кристаллического поля для эле-
ментов группы железа достаточно высоки, в частности 
для иона кобальта в одноосных диэлектрических мате-
риалах типа оксида кобальта величины /2  и /2C  
порядка 5 ТГц. Таким образом, для связанной спин-
орбитальной динамики должны присутствовать высоко-
частотные моды с частотами, превышающими несколь-
ко терагерц, и возбуждение таких колебаний может 
представлять интерес для проблемы сверхбыстрой ди-
намики спинов. 
Автор благодарен Б.А. Иванову за полезные обсуж-
дения и помощь. 
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Magnetic resonance frequencies for ferromagnets 
with partly frozen orbital angular momentum 
V.I. Butrim 
The dynamics of angular momentum of a fer-
romagnet, taking into account both spin and orbital 
angular momentum is discussed with taking info ac-
count the crystalline field and spin-orbit interaction. 
The spectrum of magnetic oscillations of the magnet 
consists of three branches of oscillations of various 
types, among which are one branch of longitudinal os-
cillations of orbital angular momentum length and two 
transverse branches, corresponding to coupled oscilla-
tions of transverse components of spin and orbital an-
gular momentum. 
PACS: 75.10.Hk Classical spin models. 
Keywords: spin-orbital interaction, orbital moment, 
crystalline field, resonance frequencies. 
 
 
 
